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Présentation

Thémes abordés : MECANIQUE DES FLUIDES : nombre de Reynolds, champ de vitesses. ELECTRO-
STATIQUE : champ électrique, potentiel électrique, théoréme de Gauss. MAGNETOSTATIQUE : topologie
du champ magnétique, milieux magnétiques, excitation magnétique et aimantation, théoréme d’Ampére.
MECANIQUE : forces centrales (force coulombienne), mouvement d'une particule chargée dans un champ
électrique (énergie, principe fondamental de la dynamique), théoréme de la résultante dynamique, force de
Laplace. INDUCTION : loi de Faraday, circuits couplés par induction mutuelle.

Commentaires

La géométrie cylindrique constitue la trame du sujet. Elle permet de balayer les thémes de la mécanique du
fluide, I'électrostatique, la magnétostatique, la mécanique du point et I'induction.

La premiere partie ne présente pas de difficulté si le cours portant sur les écoulements homogenes et
incompressibles dans une conduite cylindrique en régime laminaire est connu.

La seconde partie réunit |'étude d'une particule chargée, |'électrostatique et la magnétostatique. Le sujet
demande qu'on fasse le lien entre les résultats de questions portant sur différentes parties du programme de
premiére et de deuxiéme années. On peut se reposer sur les questions de cours (11, 13 et 16) pour surmonter
cette difficulté. On note que la question 21, plus ouverte, requiert une analyse et une appropriation plus
poussée.

La derniere partie débute comme un exercice sur les milieux magnétisables, qui se développe sans embliiche
en étude du phénomeéne d’'induction mutuelle. Néanmoins, la question 26 pose une vraie difficulté si I'on n'a
pas une connaissance solide du couplage inductif, ainsi qu'une bonne capacité d'analyse des approximations
possibles, ou, le cas échéant, d'une certaine intuition calculatoire.

Ce sujet, en plus d'un niveau de connaissance correct, requiert une bonne capacité de modélisation des
phénomenes. Il demande une aisance calculatoire ainsi qu'un certain sens physique permettant d'émettre
des hypothéses et d’apprécier les approximations qui en découlent.

Extrait du rapport du jury
«Le sujet était certes d'un niveau robuste mais présentait des points d'entrée accessibles, en particulier des
questions de cours explicitement posées comme telles, et ceci dans les trois parties.»

«Les calculs numériques sans machines sont peut-étre un peu rébarbatifs mais un peu d’entrainement les
rend faciles et I'analyse des ordres de grandeur est au centre du raisonnement du physicien. Aussi le baréme
valorise toujours ces calculs.»
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Physique en géométrie cylindrique

Ce sujet est consacré a I'étude de divers phénomeénes physiques décrits dans le systéme de
coordonnées cylindriques (ou cylindro—polaires) (r,6,z) du point M rappelé sur la figure 1;
m est le projeté orthogonal de M sur le plan (Ozy). On rappelle aussi, dans ce systéme de
coordonnées, les expressions de plusieurs opérateurs de I'analyse vectorielle. Les vecteurs sont
surmontés d’une fleche (@) sauf s’ils sont unitaires et sont alors repérés par un chapeau (€,).

(02)
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T grad [ = 5.0+ gt 5
div g LA 104, 0A,
o )/ r or r 00 0z
0 S Ao [194: 04| o
S (Oy) Tlroe 9z
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FIGURE 1 — Coordonnées cylindriques d’axe (Oz).

Les parties I, IT et III sont totalement indépendantes. La partie I établit le lien entre la viscosité
du sang s’écoulant dans les vaisseaux capillaires (cylindriques) et la puissance de la pompe
formée par le coeur humain. La partie IT décrit quelques propriétés du tube (cylindrique) des
magnétrons, utilisés notamment comme émetteurs d’ondes électromagnétiques dans les fours a
micro—-ondes. Enfin, la partie III étudie la possibilité de la lévitation magnétique d’une bobine
d’induction enroulée autour d’un cylindre formé d’un matériau magnétisable linéaire.

Pour toutes les applications numériques on pourra se contenter d'un seul chiffre significatif.

I La circulation capillaire

En 1844, le physicien et médecin frangais Poiseuille débute son mémoire nommé « le Mouvement
des liquides dans les tubes de petits diameétres » par la phrase suivante : Les physiologistes et les
pathologistes se sont beaucoup occupés a rechercher les causes pour lesquelles tel viscére recevait
plus de sang que tel autre.

Il poursuit en indiquant que les causes essentielles en sont [’étendue et le diamétre des petits
vaisseaux qui composent le systéme capillaire et la pression du sang, déterminée par laction du
ceeur. Dans ce qui suit, le sang sera décrit comme un fluide en écoulement incompressible de
masse volumique p = 1,1-10* kg-m™2 et de viscosité dynamique 1 = 1,6-1073 Pas. Il s’écoule en
régime stationnaire le long des vaisseaux capillaires, tubes cylindriques de rayon R variant de
3 a 15 um de diamétre. On s’intéressera ici a un capillaire typique, de rayon R = 10 ym.

4 — 1. Rappeler 'expression et la signification physique du nombre de Reynolds R. d'un écou-
lement.

Page 1/5
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La physiologie humaine adulte est caractérisée par un volume sanguin total de I'ordre de 5 & 6
litres, une longueur totale du systéme capillaire de 'ordre de 100 000 km. Le volume systolique
(la quantité de sang éjectée par chaque contraction du cceur) est d’environ 100 mL; la fré-
quence cardiaque de repos d'un adulte sera prise & 60 battements par minute. Enfin, la section
cumulative (somme de toutes les sections) de tous les capillaires est d’environ o = 0,5 m?.

1 — 2. Estimer la longueur moyenne d’un vaisseau capillaire typique.

1 — 3. Estimer le débit massique moyen D,, du sang dans un capillaire typique, puis le nombre
de Reynolds R, associé. Conclure.

Un capillaire typique est un tube cylindrique rigide, d’axe (Oz), de rayon R = 10 um et de
longueur ¢ = 5 cm, parcouru par le fluide en écoulement incompressible et visqueux qui modélise
le sang. On admet que la vitesse du sang ne dépend que de la distance r a 'axe et de la distance
z parcourue depuis 'entrée dans le capillaire ; on Pécrit ¥ = v(r,z)€,. On néglige les effets de la
pesanteur et la pression du sang dans le tube capillaire ne dépend que de z.

h /

i
—_— (3 e > Z

I

I

\
sens de I'écoulement ——

\

FIGURE 2 — Capillaire et élément de fluide étudié.

On étudie (cf. figure 2) écoulement du fluide situé & une distance au plus égale & r de I'axe
du capillaire, sur une longueur arbitraire h < ¢.
[ — 4. Montrer que le caractére incompressible de ’écoulement assure que cet élément de fluide
n’est pas accéléré.

dpP
1 — 5. En déduire l'existence d’'un gradient de pression — constant dont on précisera 1'expres-

dz
. . . ., v
sion en fonction, notamment, du terme de viscosité 778—.
r
dP

d — 6. Exprimer complétement v(r,z) en fonction de R, 1 et e
z

= RyDp,.

[ — 7. En déduire la résistance linéique d’écoulement R, définie par la relation

1 — 8. Calculer numeériquement ’écart de pression AP de part et d’autre du capillaire en préci-
sant en quel point la pression est la plus élevée.

[ — 9. Exprimer la puissance des forces de pression exercées sur le fluide traversant le capillaire
en fonction de AP, D,, et p puis en fonction de R,, p, D,, et ¢.

- 10. Que peut-on en déduire concernant la puissance totale moyenne du coeur humain? On
attend ici une réponse numérique.

Page 2/5
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II Le magnétron

Le magnétron est un générateur d’ondes radio (notamment utilisé pour la production des ondes
de fréquence fy = 2,45 GHz utilisées dans les fours a micro-ondes). Les schéma de la figure 3
sont extraits du brevet américain N°2 123 728 déposé en 1938 par Telefunken.
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FIGURE 3 — Brevets originaux du magnétron.

Le dispositif comporte un bobinage M, entourant le reste du dispositif et représenté sur la
figure 3, qui crée un champ magnétostatique uniforme ﬁo = Byé, et une cathode C cylindrique
de rayon a, chauffée donc permettant d’émettre des électrons de faible vitesse. Ces électrons
sont accélérés par la différence de potentiel avec une anode circulaire de rayon b (ici découpée
en quatre parties Sy, Sz, S3 et Sy). L’anode est portée a une tension positive Uy relativement
a C pour accélérer les électrons. Pour les applications numériques on prendra ¢ = 1mm et
b = 6mm. L’intérieur du dispositif est initialement vide. Un schéma de principe résumant le
brevet original fait 'objet de la figure 4

S

S

FIGURE 4 — Schéma de principe du magnétron. Le bobinage extérieur M n’est pas représenté.

[ — 11. Comment choisir la géométrie du bobinage M et le courant I dans M pour créer un tel
champ magnétique ?

[ — 12. Expliciter le potentiel électrostatique V(r) en tout point de la cavité a < r < b. On
négligera tout effet de bord.

Page 3/5
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Au cours de leur mouvement, ces électrons (masse m, = 9,1-1073 kg, charge —e = —1,6-107 C)
passent dans la cavité entre les différentes parties de ’anode. Ils émettent une onde électro-
magnétique de pulsation égale a celle de leur mouvement au voisinage de 1'anode. Dans un
premier temps nous négligerons 'effet de la charge des électrons en mouvement sur le champ
électromagnétique dans la cavité.

a — 13. Montrer que le mouvement des électrons est plan.

@ — 14. Rappeler le théoréme du moment cinétique ; expliciter la vitesse angulaire 6 des électrons
en fonction de r, a et de w. = eBy/m,.

1 — 15. Quelle valeur du champ magnétique faut-il imposer pour produire une onde de fréquence

fo au voisinage de 'anode 7 Faire I’application numérique.

L’appareil ne fonctionne de fagon satisfaisante que si les électrons atteignent en grand nombre
le voisinage immédiat de ’électrode externe, mais sans jamais entrer en contact avec celle-ci.

O — 16. Montrer que le mouvement est conservatif ; en déduire I'expression de la vitesse radiale 7
de I’électron en fonction de r et des autres parameétres du probléme.

0 — 17. Comment choisir la tension Uy pour assurer le bon fonctionnement de l'appareil? On se
contentera d’une expression analytique de Uy en fonction de e, m., B, a et b sans faire
Uapplication numérique.

En présence d’une densité assez élevée d’électrons, le champ électrique est modifié par leur
présence. Nous ne ferons I’étude que d’une solution particuliére du probléme : on considére que
tous les électrons tournent sur des trajectoires circulaires de rayons variables a < r < b a la
méme vitesse angulaire constante w dans un champ magnétique supposé inchangé. On notera
€o la permittivité du vide.

O — 18. Expliciter, en fonction de w,, w, e, m. et r, le champ électrique E présent dans la cavité
et permettant un tel mouvement des électrons. On vérifiera que ce champ est fonction
linéaire de r.

1 — 19. En déduire la différence de potentiel Uy en fonction des mémes paramétres et de a et b.

1 — 20. Exprimer la densité particulaire des électrons dans ’appareil en fonction de a, b, Uy, &q
et e.

0 — 21. L’hypothése consistant & considérer le champ magnétique comme inchangé est-elle rai-
sonnable ?

IIT Lévitation magnétique

On dispose (voir figure 5) deux spires plates, formées respectivement de N; et Ny spires cir-
culaires de rayon R et d’axe (Oz); elles entourent toutes les deux un cylindre de rayon tres
légérement inférieur & R, de hauteur ¢, formée d’'un matériau magnétisable; on note ﬁ lai-
mantation du matériau (moment dipolaire magnétique par unité de volume) et on supposera
le milieu linéaire de susceptibilité magnétique x : M = yH ou H est 'excitation magnétique.
d — 22. Déterminer la dimension de .

Quelle relation lie ﬁ et le champ magnétique §> ?

Définir puis exprimer la perméabilité magnétique relative p, du milieu.
On admet que les lignes de champ des vecteurs ﬁ7 ﬁ et ﬁ a l'intérieur du milieu magnétique
sont des droites paralléles a (Oz). On notera B = By(2)e,
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N, spires de centre Cy

N spires de centre C

FIGURE 5 — Systéme de deux bobines.

O — 23. Montrer que ces trois champs sont uniformes dans ce milieu.
En négligeant le champ magnétique & extérieur du milieu magnétique, exprimer By en
fonction de i, o, N1, Na, £ et des courants I; et [ dans les deux bobines.

1 — 24. En déduire les inductances propres L; et Ly des deux bobines et leur inductance mutuelle
M.

Dans ce qui suit, la bobine N°1 est fixe a la base z = 0 du cylindre et 'on considére que
C} se situe a lorigine O de 'axe (Oz). La bobine N°2 est mobile; on note z l'abscisse de son
centre Cy. On suppose enfin que I'inductance mutuelle M (z) est une fonction positive monotone
décroissante de z qu’on écrira sous la forme M(z) = My f(z).
Le courant électrique I;(¢) = I cos(wt) est imposé par un générateur que 1’on ne précisera pas.
La spire N°2 est fermée sur elle-méme et on nomme G sa conductance électrique.
1 — 25. Déterminer, en régime harmonique forcé et a altitude z fixée, 'expression du courant
induit sous la forme I»(z,t) = I[8(2)sin(wt) — a(z) cos(wt)]. On exprimera les fonctions
B(z) et a(z) en fonction de G, M(z), w et Ls.
O — 26. Montrer que, dans des cgnditions d’approximation a préciser, ’expression de la compo-
sante radiale du champ B_,5 créé par la bobine N°1 au niveau de la bobine N° 2, s’écrit

df

v .uON'erR A
dz’

Br:/e\T'B]‘*)QZ_ BY; Il(t)

1 — 27. En déduire la valeur moyenne, sur une période, de la force exercée sur la bobine N°2.
Commenter son signe et l'influence de z sur cette force.

FIN DE L’EPREUVE
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Corrigé

Physique en géométrie cylindrique

I La circulation capillaire

Q1 L’expression du nombre Reynolds R, est

avec U et L la vitesse et la longueur caractéristiques de I'écoulement.

Ce nombre permet de comparer la part de convection, liée a I'inertie et donc a la masse volumique p,
et la part de diffusion, liée a la viscosité et donc a la viscosité dynamique 7, dans le transport de la
quantité de mouvement. Pour I'obtenir on peut faire le rapport entre les temps caractéristiques de
diffusion, Tqig ~ pLQ/n, et de convection, Teony = L/U, de la quantité de mouvement.

(8 Commentaire
Des écoulements avec différentes propriétés (masse volumique, viscosité dynamique, vitesse caractéris-

tique, etc.) peuvent présenter un nombre de Reynolds identique. En général, leur nature laminaire ou
turbulente est similaire.

Il existe d'autres nombres sans dimension qui permettent de caractériser un écoulement. Citons, par
exemple, le nombre de Péclet P, qui permet de comparer des transports convectif et diffusif de matiere.
A I'instar du nombre de Reynolds, il peut &tre défini comme le rapport entre les vecteurs densité de
courant de convection et de diffusion de masse, et non de quantité de mouvement[1].

Q2 Un capillaire typique a un rayon R = 10 pm, soit une section o ~ 3x 10719 m?. La section cumulative
de tous les capillaires est o = 0,5m?. Ainsi le nombre moyen de capillaires est N = ¢ /0, ~ 1,6 x 10°.
La longueur totale du systéme capillaire étant de I'ordre de 100000 km, il vient que la longueur
moyenne d'un capillaire, notée /., est en ordre de grandeur

100000 x 103 m  1m )
~—  ~ —— ~7x 10 “m.
¢ 1,6 x 10° 1p o

() Commentaire
Un peu plus loin dans le sujet, une valeur de 5cm est fournie comme longueur de capillaire typique.

Elle permet la poursuite du sujet dans le cas ol on ne peut pas répondre a la question précédente.
Dans le cas contraire, son rdle est également de fournir une référence a laquelle comparer le résultat en
ordre de grandeur obtenu.



Corrigé 19

Q3

Q4

On suppose que le volume systolique de V' = 100 mL est partagé uniformément entre les différents
capillaires. Ainsi le volume de sang parcourant un capillaire typique durant un battement est V., =
V/N ~ 6 x 10714 m3.

La fréquence cardiaque de repos d'un adulte étant prise a 60 battements par minute, soit 1 battement
par seconde, le débit volumique moyen d'un capillaire typique est D = V. /1s = 6,3 x 107 m3.s71,
Le débit massique moyen d'un capillaire s'obtient en multipliant D par la masse volumique du sang p,
soit en ordre de grandeur

Dp=Dxpr~6x107"m?s ' x1,1x10%kg- m™2 ~7x 107 kg-s7L.

A partir du débit massique, du rayon et de la section d'un capillaire typique, on peut alors estimer le
nombre de Reynolds associé

_ pUXx2R  pDx2R  Dp x2R

Re
n acn el
A.N.
107" kg st x2x 10 x 1076 15 x 1073 .
Re’:7><0 g-s  x2x10x 10 m 5 x 10 3% 103
3x10719m2x1,6x103Pa-s 5
Un écoulement incompressible implique que le champ de vitesse est de divergence nulle, divv =0.

En coordonnées cylindrique la divergence du champ de vitesse est

divy = 222
0z

car la vitesse a uniquement une composante selon I'axe (Oz). Cette composante ne dépend donc pas
de z et I'expression de la vitesse se résume 3 V = v (1) &,.

Les lignes de courant, par définition tangentes en tout point au vecteur vitesse, sont donc orientées selon
I'axe (Oz) et chacune d’entre elles correspond a une coordonnée r spécifique. Comme I'écoulement
est stationnaire, les trajectoires des éléments du fluide sont identiques aux lignes de courant, des
droites paralléles a I'axe (Oz). Leur vitesse ne dépend pas donc pas de z le long de leur trajectoire :
les éléments de fluide ne sont pas accélérés au cours de leur mouvement.

(§ Commentaire
Les hypothéses d'un fluide ou d'un écoulement incompressible impliquent toutes les deux que la
divergence du champ de vitesse soit nulle. La démonstration donnée dans le commentaire page 50
démontre que si un fluide est incompressible, alors I'écoulement I'est forcément. La réciproque n'est
pas vraie.

Q5

On considére comme systéme une particule fluide située entre r et r 4+ dr et de longueur dz. Elle est
soumise a la résultante des forces élémentaires de pression ﬁp, qui ne dépendent que de z selon
I'énoncé, aux forces élémentaires de viscosité (ﬁ%v(r) et 0F,(r 4 dr) exercée par les particule fluide
en contact avec elle en r et r + dr. De plus, on néglige I'effet de la pesanteur comme indiqué aussi
dans I'énoncé. En étudiant la particule dans le référentiel du laboratoire lié au référentiel terrestre
supposé galiléen, on peut appliquer le théoréme de la résultante dynamique (TRD) a la particule

m@ = 0Fp + 3F, (r) + 0F, (r + dr)
— p— dv (r+dr) . dv (r) N
0 = —grad P(z)rdrd0dz + n———= (r + dr) dédze, — nvrdﬁdzez

car la particule a une vitesse constante comme montré plus tot.
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Q6

Q7

En simplifiant et en reconnaissant la dérivée de la fonction rdv (1) /dr par rapport a r pour dr tendant
vers 0 on voit que

0L ().

Les deux termes de cette égalité dépendent de coordonnées indépendantes, ils correspondent donc a
la méme constante. Ainsi le gradient de pression dP (z) /dz est constant.

En intégrant selon r la relation obtenue précédemment
1 ,dP(z) do (r)
il A=
2" dz * i dr

avec A une constante d'intégration. En intégrant de nouveau selon r

L dP(2) A\, o1 ,dP(?) . -,
<2r P +T)dr—ndv(r) L +Alnr+B=nv(r)

avec B une autre constante d'intégration. La vitesse devant rester finie, la constante A est nulle pour
éviter la divergence du terme Inr en 0, ainsi

r2dP(z2) B
— +

U(T):éln dz n’

De plus, la couche de fluide en contact avec la paroi étant immobile, on exploite la condition aux
limites v(R) = 0 afin de déterminer la constante B

7R72dP (2)

B =
4 dz

Ainsi, I'expression du champ de vitesse dans un capillaire est, selon les conditions considérées, telle
que

r2 — R?dP(2)
4n dz

v(r) =

il s'agit d'un profil parabolique.

Par définition, le débit massique au travers la section S du capillaire est

R R
Dy, = // pv(r)rdrdf = mpdP (2) / r3dr — / rR2dr
s 2n dz 0 0

_ mpdP(z) <R4 R4> _ _7TpR4 dP (z)

T2y dz 1 2 8n  dz

Cette derniére expression nous permet d'identifier la résistance linéique d'écoulement R,
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Q8

Q9

Q10

On a montré a la question Q5 que le gradient de pression dP(z)/dz est constant. On peut donc
|"exprimer comme le rapport de I'écart de pression AP de part et d’autre d’'un capillaire et de la
longueur d'un capillaire /, ainsi

AP 8Dl
TZRUD’NL 3 AP = ﬂ_pR4.
A.N.
3 11 -2
AP — 8x1,6x1073Pa-sx7x 107N kg-s71 x5 x 10 m28><0,5><7><5><101Pa

3x 1,1 x103kg-m~> x (10 x 10-6 m)*

[ AP ~ 1.4 x 10° Pa. ]

D'aprés I'expression de la vitesse v(r) obtenue plus t6t, comme r < R, une valeur de vitesse positive
implique un gradient de pression dP(z)/dz négatif. La pression est donc la plus élevée en amont
d’un capillaire typique.

Du fait de la symétrie cylindrique d'un capillaire, les composantes radiales des forces de pression se
compensent deux-a-deux, et seules les composantes orientées selon I'axe (Oz) sont a considérer. La
puissance de ces forces est telle que

Pp—//é_l% ST (r) = //P Yo(r)dS — //P (z+ Ov(r)d AP//pv(r)dS

~

soit

APD,,
p

Pp =

J

Or, en utilisant la définition de la résistance linéique d'écoulement et I'expression précédente AP =
Ry Dy, il vient que

R,D2(
e

Pp =

J

A partir de la premiére expression obtenue a la question précédente et des valeurs calculées plus t6t,
on calcule la puissance des forces de pression recue par un seul capillaire.
A.N.

1,4 x 103Pa x 7 x 10~ kg-s7!

~ —-10
1,1 x 103kg - m™> = 1107w,

Pp =

Ainsi pour N = 1,6 x 10° capillaires, c’est une puissance de prés de 0,2W qui est fournie par le
ceceur.

(® Commentaire
En moyenne, un coeur délivre une puissance de I'ordre de 2 W[11]. Cet écart d'un ordre de grandeur
entre cette valeur et le résultat obtenu provient, en grande partie, de I'approximation faite a la question
Q5 : nous n'avons pas tenu compte de la pesanteur. Pour lutter contre celle-ci le coeur doit imposer
une pression systolique, pression associée a |'éjection du sang, dix fois plus importante que celle calculée
plus haut : 15 x 10° Pa. En tenant compte de cette valeur, la puissance calculée est compatible avec
celle donnée dans la littérature.
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Il Le magnétron

Q11 D’apres la regle de la main droite, le bobinage doit avoir une
géométrie cylindrique d'axe de symétrie (C'z) avec un enrou-
lement orienté dans le sens direct dans le plan (Czy) comme
représenté ci-contre. De plus la valeur du champ magnétique By
est stationnaire si la valeur de I'intensité I du courant circulant
dans le bobinage est constante. Enfin, afin d'assurer une valeur
uniforme de By, le rapport entre la longueur et le rayon du
bobinage doit &tre important, de I'ordre de 10, afin d'éviter les
effets de bords.

(® Commentaire
La représentation des lignes de champs d'une bobine permet de comprendre ces effets de bords. Au

niveau des bords de la bobine les lignes s'écartent les unes des autres : la norme du champ magnétique
est plus faible et la direction et le sens de ce dernier n'est plus constant. En deca d'une valeur de |'ordre
de 10 pour le rapport longueur sur rayon d'une bobine, on considére que la partie du volume de la
bobine affecté par les effets de bords n'est plus négligeable devant la totalité de ce volume.

Q12 D’apres la définition du potentiel électrique

7 p—h ov_. 10Vv_ oV

= —grz =——6€ ———~¢6g— —.
8 T rae T oz

En négligeant les effets de bords, on peut considérer que tout point de 'espace en a < r < b se situe

sur deux plans de symétrie de la répartition des charges électriques (€,, €y) et (€., €,). Le champ

électrique est donc purement radial, ainsi

=-"&.

dr

De plus, le probléeme étant invariant par rotation selon 6 et par translation selon z, le champ électrique
et le potentiel électrique ne dépendent que de la coordonnée r.
D’apres I'équation de Maxwell-Gauss il vient alors que

. AV p 1d [ dv P
wEet s w()-z )
v o @ U&e 0 ' ordr \"dr €0

Comme |'espace entre I'anode et I'électrode est vide, on trouve que
d / dV
— (7—) =0.
dr \ dr

v A
avec A et B deux constantes d'intégration. D'aprés I'énoncé la différence de potentiel entre I'anode
en 7 =b et la cathode en r = @ est V(b) — V(a) = Uy, ainsi

Uo

b
U():Aln(E) ; A:ln<g).

En intégrant deux fois selon r
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L'expression du potentiel électrique V' (r) en tout point de I'espace est donc

Inr

wmzwi——+3

0

(8 Commentaire

L'expression précédente est une simplification de I'équation de Laplace dans le cas d'un potentiel radial
sur laquelle on aurait pu baser notre travail. En effet, on peut montrer que dans le vide V' respecte
I"équation de Laplace

divﬁz() ; fdiv<grj>iv>=0 ;. AV =0.

On obtient I'expression de I'opérateur laplacien dans le systéme de coordonnées cylindriques a partir
des formules du gradient et de la divergence fournies

2 2
AV_13<8V) 19V | &V

= (r— )+ 555 + =5
ror \_ Or r2 062 022
Comme I'énoncé confirme bien les conclusions de I'étude des symétries et des invariances de la

distribution de charges en indiquant que le potentiel V(1) ne dépend que de la coordonnée radiale,
I'équation de Laplace se simplifie pour donner

d A7

(8 Commentaire

Par définition, la dérivée spatiale d'un potentiel est liée a un champ. Ainsi, un potentiel est toujours
défini a une constante prés. Par exemple, ici, on peut choisir de prendre la cathode comme masse du
systéme, cela revient a choisir la valeur de la constante B

Ina In (%)

@ 3 V(’I’) = Uo@.

Mais cela importe peu car la grandeur portant I'information physique est la tension.

B=-U,

Q13 Considérons comme systéme un seul électron. De part sa faible masse, on peut négliger son poids
devant la force de Lorentz qui s'applique sur lui. De plus, en le considérant comme un point
matériel, on peut lui appliquer le principe fondamental de la dynamique (PFD) en prenant comme
référentiel le référentiel du laboratoire lié au référentiel terrestre supposé galiléen. Ainsi

med = F=—c (E + T A ﬁ) = —e(B(r)é, + ByU A&,)
car comme on |'a montré, le champ électrique est ici purement radial.
En projetant la relation sur I'axe (Oz), il vient que
mea, =0 soit, en intégrant, v, = cst.

D’apres I'énoncé, les électrons émis par la cathode en r = a le sont avec une faible vitesse, on peut
donc considérer que la composante de la vitesse de I'électron selon I'axe (Oz) est nulle initialement
v;(t = 0) = 0. Cette valeur étant constante, le mouvement de I’électron s’effectue bien dans le

plan (&, €).
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Q14 Dans un référentiel galiléen, le théoréme du moment cinétique (TMC) énonce que

fo -
ddt - XZ:M (?J

avec E)o le moment cinétique d'un objet par rapport a un point O, et ,/T/l> (?Z) le moment d’une des
forces s'appliquant sur I'objet, toujours par rapport a un point O.

De part la géométrie du probléme, on choisit ici C' comme point de référence pour appliquer le TMC
a I'électron. On exp_r)ime au préalable les vecteurs position 7 et vitesse U afin d'obtenir le vecteur
moment cinétique L ¢

R — R
T=re ; U= e, +rfeg ; Lo=TA m57 = mer20e,.

Il vient que
df —
CLC = M(F) =18, A (—e(B(r)E, + By T A 2.))
dt
= —eré, A ((ra + réa,) A Boéz) = —eré, A (—fBan + réBOa,.)
d /1
=errBpe, = X <§er230€z>
soit

d o d /1 .

X (m5r296z) =% <§er2BOez>

qui donne en intégrant par rapport au temps

eB, A
2+

Me  Mer?’

.1 .
mer? = 567'230 +A 5 ()=

avec A une constante d'intégration a déterminer a partir d’une condition initiale. En utilisant de
nouveau le fait que les électrons émis par la cathode en r = a le sont avec une faible vitesse, on peut
faire I'approximation que ¥ (r = a) = 0, soit f (r = a) = 0, ainsi

B A . B 2
0="204 5 A= —eBya® ; 9(1”)—60(1%)

Me Mel 2me T
6B()

Me

soit, avec w, =

(8 Commentaire

On aura reconnu ici la pulsation cyclotron w. = ¢B/m. Cette pulsation correspond a la vitesse angulaire
d’'une particule de charge +q et de masse m dans un champ magnétique Bp uniforme. Les particules
chargées négativement et positivement tournent respectivement dans le sens direct et indirect autour
de é

Le sujet différe de ce cas d'étude classique car il introduit en plus un champ électrique afin d'accélérer
les particules. Néanmoins, les électrons tournent bien dans le sens direct autour de By, donc de €.
Le courant dii a cette circulation de charge, compté positivement, est, orienté dans le sens opposé.
D’apres la regle de la main droite, ce courant est a I'origine d'un champ magnétique, de sens opposé a
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By, conformément a la loi de Lenz : les électron s'opposent a leur mise en rotation par le champ By en
produisant un champ magnétique opposé. On traite cet aspect a la question Q21.

Q15 Au voisinage de I'anode, soit en r = b, I'électron a une vitesse angulaire

. We a® eBy a?
o= (1) <2 (1),

L'onde électromagnétique émise par |I'électron au voisinage de I'anode a une pulsation w de valeur
égale a cette vitesse angulaire, sa fréquence fj est donc telle que

w We a®
=—=—1(1-——=.
fo 27 47r< b2

La valeur du champ magnétique a imposer pour produire une onde de fréquence fj est

- 4 Me fo

5 -
a
e -

By

En négligeant o = 1 x 107%m? devant b? = 36 x 10~®m?, I'application numérique en ordre de
grandeur donne

dmmefo  4x3x1x107%kg x 2,5 x 10°H,

— _2 _
e 1,5x10-19C =4x2x25x107*T=0.2T.

By

( Commentaire
Les magnétrons des fours a micro-ondes utilisent des aimants permanents produisant a leurs abords

des champs magnétiques de I'ordre de 0,1 T a 1T. La valeur trouvée précédemment semble donc étre
une valeur réaliste.

Q16 D’aprés le théoréme de |'énergie mécanique, I'énergie mécanique &, de I'électron se conserve car la
partie électrique de la force de Lorentz correspond a une force conservative, et la partie magnétique
ne travaille pas. Le mouvement de I'électron est donc conservatif. On peut ainsi écrire que

Ee(r=a)+ & (r=a)=E(r)+&(r)

0—eV(r=a)= %mc (fQ + r292) —eV(r)

en utilisant I'expression du potentiel obtenue plus t6t

1 . 1
na eB = —me (7”2 + 7"202) - erl —eB

1

MORGE (3

2 2eUp In (L)
"

En utilisant I'expression de la vitesse angulaire obtenue plus tot, on obtient celle de la vitesse radiale

_ 7'202

r
Me In <§> 4mg

T =

2eUp In (L)  r2e2B2 ( a2>2
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Q17 D’apres I'énoncé, les électrons doivent atteindre le voisinage immédiat de I'anode située en r = b

sans jamais entrer en contact avec elle. Il faut donc que leur vitesse radiale soit nulle en ce point,
7 (r =b) =0, ce qui implique

b2

In (2 2,212 2\ 2 9 12 9\ 2
o 200 (J_be%< a) ; %bd%o a>‘

Me In (3) 4m2 8me

(® Commentaire
| 1l fallait bien exprimer Uy en fonction de By et non de B. Il s’agit d'une erreur de frappe.
Q18 Les électrons ayant une trajectoire circulaire, leur vitesse et leur accélération sont telles que
U =rwey et d=—rwe.

Une nouvelle application du PFD donne

—merw’e, = —eﬁ —eByU AE, ; —merw’e, = —eE — reBowe,
e T 0 z e T 0

soit

€

B
ﬁ = el <w2 _¢ Ow> e [ ﬁ o el (w—we) &
e m, e

un champ électrique radial et linéaire en r.

Q19 D’aprés la définition du potentiel électrique, et dans le cas d'un champ électrique radial il vient que

E _ _dVA ) dv . MeTw

T T T Wmw)
en intégrant selon r
Mer?w
V(r) = o (Ww—we) +A

avec A une constante d'intégration.

La différence de potentiels entre I'anode en r = b et la cathode en r = a correspond a la tension Up,
ainsi

Up=V(b)—V(a) ; Up = — ew—%mw—ﬁ)

Q20 D’aprés le théoréme de Gauss

divE = 140E) _ p
r dr €0

La densité volumique de charge est donc

go d mer2w( ) 2mewe (w — we)
=—— w—w = — (w— .
p r dr e ¢ e ¢
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Q21

Pour obtenir la densité particulaire des électrons, notée n, il suffit de diviser la densité volumique de
charge par leur charge
p 2mewe

n—=-—--—=
e e?

(w—we)

soit en utilisant I'expression de Uy trouvée plus tot

n—= 4U080
T e(0?—a?)’

La rotation uniforme des électrons provoque |'apparition d'une densité de courant 7 et d'un courant
électrique d'intensité I telle que

¢ b 2 ¢ b
Iz//?wﬁ://p7~drdz€9:M(w—wc)/dz/ rdr
0 Ja € 0 a

I:M(wfwc) (beaQ)

e
avec (ﬁ le vecteur surface élémentaire, illustré ci-aprés, donnant le sens du courant.
Les symétries et les invariances de la distribution des électrons
nous permettent de déterminer celles du champ magnétique
produit. Comme a la question Q11, on fait I'approximation que
la hauteur ¢ du magnétron est trés grande par rapport a a et
b : on néglige ainsi les effets de bords en utilisant le modéle
du solénoide infini. Il y a donc une symétrie de distribution des
courants selon le plan (M, €,,€y), avec M un point quelconque
dans le magnétron, ainsi que des invariances par translation
selon I'axe (Oz) et par rotation selon I'angle 6. Ainsi, le champ
magnétique normal au plan de symétrie de la distribution de
courant est

B. = B.(r)e..

Afin d'utiliser le théoreme d'Ampére, on choisit un contour
d'Ampeére C a cheval dans la zone ¢ < r < b jusqu'a une
position R a I'extérieur du magnétron comme illustré sur le
schéma ci-contre.

On oriente le contour d'Ampére C a I'aide de la régle de la main droite, afin de compter le courant
positivement

%ge'@:uol

C

74 R 0 T 2

/Oﬁg-dzéz—}—/ ﬁe-dr’e}—}—/e §c~dz€Z+/R§c~dra:M(w—wc)(b2—a2).
T L

Comme le champ magnétique est dirigé selon I'axe (Oz) et est nul a I'extérieur de la zone a < r < b
d'aprés le modele du solénoide infini, seul le premier terme du membre de gauche de |'équation
précédente est non nul. Ainsi

B, = % (W — we) (bQ o a2) _ Mmew (& — we) <b2 —a2>.
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On a montré que la vitesse angulaire des électrons est w = 27 fy. Ainsi
w 1 a®
o (1-2).
we 2 b2

w 1 <1_ (1 x 1(]_3111)2) 1

we 2 (6x103m)®) 2

A.N.

we 2

On peut alors récrire la valeur B,, en utilisant |'approximation w ~ w,/2

2 31,2
Mew we (W 9 9 Mewy b
Be=——5——-1)(0°—0a") ¥ —F—
¢ ec? (wC ) < “ ) Sec?

en négligeant a? devant b2. On peut alors exprimer le rapport du champ magnétique produit par les
électrons, Be, et le champ imposé By

312 272 2
Be _ _ mewzb” e _ _web _ _ Ymax
By 8ec?  Mewe 8c? 2c2

avec Umax = web/2 >~ wb la valeur de la vitesse maximale atteinte par les électrons en © = b. Or

wcb eBy
Vmax = —b =
ma 2 2me
A.N.
1,6 x107YCx0.2T .
Vmax &~ X 6 x10 P m = 1,5x0,1%6x10°m-s ' ~1x10%m -5

2x9,1x10"31kg
B.  1(1x10°m-s1\° 1
By~ 2\3x108m-s~1) ~— 18

On constate que le champ magnétique produit par les électrons, B., est presque vingt fois plus faible

et opposé au champ magnétique Bjy. L’hypothése consistant a considérer le champ magnétique

comme inchangé est donc raisonnable.

(® Commentaire

Le modele du solénoide infini implique, d'apres les considérations de symétries et d'invariances de
la distribution de courant, que le champ é)e soit orienté selon €, et ne dépende, a priori, que de
la coordonnée radiale r. Mais ce modéle a d’'autres conséquences. Comme les lignes de champs a
I'extérieur du solénoide se referment a I'infini, leur densité est nul, ainsi que la valeur du champ a
I'extérieur. En appliquant le théoreme d'Ampére sur un contour C qui ne recoupe aucun courant a
I'intérieur du solénoide, il vient que

5535 A8 =0 5 B(r)l—B(r) =0
C

avec r et 7' deux coordonnées inférieur au rayon du solénoide, et £ la longueur de C. Ainsi B.(r) = B.(r') :
le champ magnétique est uniforme a l'intérieur du solénoide infini.
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(8 Commentaire

Les magnétrons sont employés principalement dans les radars et dans les fours a micro-ondes. L'invention
du four a micro-ondes est souvent rapportée sous une forme romancée : Pency Spencer, un ingénieur
travaillant sur le magnétron d'un radar, constate que la barre chocolatée qu'il a dans sa poche fond
sous |'action de ce dernier. En réalité, si Pency Spencer est bien un des premiers cadres de |'entreprise
Raytheon a montrer de I'intérét pour la capacité des ondes micro-ondes a chauffer des objets, la
découverte de ce phénomeéne et son exploitation sont le résultat d'observations réalisées par plusieurs
personnes[9].

Lévitation magnétique

—
Q22 L'aimantation M est de méme dimension que |'excitation magnétique ﬁ la susceptibilité magné-

tique x est donc sans dimension.
Par définition, la relation entre I'excitation magnétique et le champ magnétique g est

i 2w

A
Ho
La perméabilité magnétique est définie telle que

? = Noﬂrﬁ-

En utilisant la relation précédente, on voit que

3:/40(14-)()? donc Iy

( Commentaire

Dans la représentation utilisée, le terme d'excitation magnétique ﬁ est justifié car il est lié au courant
externe imposé au matériau. L'aimantation M est, elle, liée au courant interne dépendant du matériau.
Ces deux champs contribuent au champ magnétique total ? = lo (ﬁ + ﬁ) la grandeur qui agit
effectivement sur les charges et les courants.

De maniére analogue, le vecteur déplacement électrique B est lié a la densité de charges externe
au matériau, c'est pourquoi on I'appelle parfois excitation électrique. La polarisation électrique P,
elle, est liée a la densité de charges interne. Ces deux champs contribuent au champ électrique total

E--(B-P).

€0

Q23 Les lignes de champs étant des droites paralléles a I'axe (Oz) a I'intérieur du milieu magnétique, cela

signifie que la valeur du champ magnétique est constant le long de cette axe. Il vient donc que
B = Bo (Z) é\z = Boé\z

donc que le champ magnétique est uniforme dans le milieu magnétique.Comme on a montré que la
valeur du champ magnétique 5 est proportionnelle a celle de |'excitation magnétique H, elle-méme
proportionnelle a celle de I'aimantation M, les trois champs sont uniformes dans le milieu
magnétiques.



30

Mines Ponts Physique 1 PSI 2023

Q24

Q25

On peut calculer la valeur de I'excitation magnétique a |'aide
du théoreme d'Ampére dans un milieu matériel, soit

_>
/ ﬁ -dl = Tentre
C

avec C le contour d'Ampeére qui est le rectangle de hauteur

¢ a cheval entre l'intérieur et I'extérieur du milieu représenté ¢
ci-contre, et Iopire = N1I1 + Noly la somme des intensités des
courants entrelacés par le contour.

Le champ magnétique étant nul a I'extérieur et orienté selon

€, a l'intérieur, |'excitation magnétique I'est également, ainsi
I'intégrale curviligne se réduit a

v
NI + NoI
Hdz = N I + oIy, H:%.
0

En utilisant la relation ﬁ = ,uo,urﬁ il vient que

N1l + Nolo

Boe, = Hoﬂrﬁ ; By = popr 7

Les flux magnétiques traversant chaque bobine sont
01 =p1+ 21 =Lilh + Moly et ¢2=p2+pise = Lolo+ Mol

avec pp, 1 et @y, 2 les flux propres de chaque bobine, et a1 et 1,2 les flux des champs magnétiques
respectivement produits par la bobine 2 et la bobine 1, traversant I'autre bobine.
Ces flux sont aussi tels que

g01=// §~?1=N17TRZBO et @22// §~?2=N27TRZB()
51 82

avec ?1 et ?2 les vecteurs surfaces de chacune des bobines.
Il vient donc que

NiwR%2By = LI} + Myly, ; NomR?By = Lolr + Myl

N17TR2N1[1+N212 7rR2Nl[1 + Naly

Hofbr — 7 = Lilh + Mol ;  poprN2 7 = Loly + Molh.

Par identification on voit que

_ poptr N2 R?

o . poprNGTR?
‘ A

.  popr N1 NomR?
/ ' o ’

L
! ‘

L2 MO

On représente la situation par le schéma électrique
ci-contre. En appliquant la loi des mailles sur le L(t) M(z) Ir(t)
circuit formé par la spire N°2 il vient que e

Ll L2 ur, G I
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Is dl diy I
= =0 : Lo——+ M —+ ==0.
vt g oL A MG G G
En utilisant la représentation complexe, en régime harmonique forcé, on peut écrire
) ) I jwM (2) G
Lol M h+==0 ; L=-L—F"—.
jwlaly +jwM (2) L+ & b=-hi= .G
En développant
I
L= T (cos (wt) + jsin (wt)) (w2L2]M (2) G? + jwM (2) G) .

L'intensité du courant dans la spire N°2 correspond a la partie réelle de la derniére expression, soit

wM (2)G . W?LoM (2) G?
Lt)=1 TTw2L3C? sin (wt) — Tr w3 cos (wt)| .
On peut ainsi identifier les fonctions 3 (2) et « (z)
wM (2)G _ W?LoM (2) G?

PO =TreneE 9= Tene

Q26 Utilisons I'équation de Maxwell-Flux ou Maxwell-Thomson sous forme intégrale
# B.d$=o.
S

Cette équation traduit la conservation du flux magnétique. On
choisit d'étudier la conservation du flux du champ magnétique
1,2 produit par la spire N°1 a travers la spire N°2. Pour cela
on choisit une surface S correspondant a un cylindre entourant
la spire N°2 centré sur I'axe (Oz), de rayon R et de hauteur
dz infinitésimale. &l s
En décomposant cette intégrale sur les deux bases circulaires
du haut et du bas du cylindre, respectivement Sy, et Sy, et sur
la face latérale &;, il vient que ===

\‘\—,,,,,777
// §1—>2'd?>h+// El—)Z'(l—&t+//. 31—»2"(ﬁz:0
Sh Sy S
/ B - eurdrdd + // B - (—erdrdd) + // By - Rddze, = 0
Sh Sp Si

On peut faire |'approximation, qu'a l'instar du champ total B le champ 31%2, et donc ses com-
posantes, ne dépendent que de la coordonnée z. Dans le cas de la composante selon €, dz est
infinitésimale, on peut donc considérer que la composante varie trés peu sur cette distance. Ainsi

R pr2m R r2m 27
/ B, (z +dz) rdrdf — / / B, (z) rdrdf + RB,dz df =0
Jo Jo Jo Jo 0
7R? (B, (z+dz) — B.(2)) + 2rRB,dz =0
_RB.(2+d2) = B.(z) _  RdB:(2)

B, = =
2 dz 2 dz

en reconnaissant la dérivée par rapport a z lorsque dz tend vers 0.
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On peut exprimer la composante B,(z) a partir de @19, le flux du champ magnétique ﬁlﬁg produit
par la spire N°1 a travers la surface offerte par la spire N°2 positionnée en z. Le vecteur surface
associé a la spire N°2 est Sy = NomR%E,. Ainsi

P10 =M (2) [1(t) = Mof(2)I1(t) et @12 = NomR*B, (2)

la composante B, (z) étant uniforme pour une altitude z fixée. Il vient que

M, N
B.(2) = oo 0f(:) = B R0 (2).
et donc
_ _NOHTNIR df(2)
B = e O~

Q27 Calculons la résultante de la force de Laplace ?L sur le contour de la spire N°2, noté Cs, due au
champ magnétique B9

27
Fr= [ NMb@®dABise= | Nol(t)Rd0e A (Bé, + B.(2).)
Co 0
27
— NoL()R / (B.(2)%, — B,e.) do.
0

Comme B, (z) est constant pour z fixé, les composantes radiales s'annulent deux a deux, donc

+ N1 Nom R? d
?L = —N2I(t)2nRB, e, = Mﬁ(t)b(w J;S)

€.
La valeur moyenne de cette force sur une période est

(Fi)=1 [ Fua

_1 /T No#erNQWR?Iz df(z)
=7,

¢ = (8(2) cos (wi)sin (i) - (2) cos” (wt) ) e-dt.

Les valeurs moyennes de sin(wt) cos (wt) et cos? (wt) étant respectivement 0 et 1/2, il vient que

df(z)

_u()/,LTNlNQﬂ'RQ 72 wW2LoMyG? -
dz °

20 1+ w?LiG?

<?L> _ _ Hopr N1NpmR?

2 -
57 I“a(z)e, =

(2)

soit

<?L> _ _uou,,]\ﬁNgﬂR? o  wWlLG? de(z)é
40 1+ w2l3MeG? dz 7

La fonction f(z) étant positive monotone décroissante, f2(z) I'est également. Le signe de la force
implique donc qu’elle est orientée vers les z positifs, ce qui provoque I'éloignement de la spire
N°2 de la spire N°1 : c'est ce qu'on appelle le phénoméne de lévitation magnétique.

(® Commentaire
Cette force de Laplace est due a I'induction d'un courant d'intensité I2(t) par le champ magnétique
152 produit par la spire N°1. Lorsque la position en z de la spire N°2 diminue, elle se rapproche de
la spire N°1 ol le champ B1_,5 est d'autant plus important, ce qui provoque alors une augmentation
de la force de Laplace, éloignant la spire N°2 de la spire N°1. Ce phénoméne de lévitation suit bien la
loi de Lenz : les causes de I'induction s'opposent aux effets qui leur ont donné naissance.
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Planche a voile et vagues.

Ce sujet étudie de maniére quantitative la physique des sports de voile. Dans la premiére partie,
nous proposons une étude détaillée des différentes forces qui permettent & une planche a voile
d’avancer sur ’eau en présence de vent sur une mer calme. Dans la seconde partie, on étudie la
formation des vagues a la surface de la mer. Ces deux parties sont totalement indépendantes.
Les vecteurs sont repérés par des fleches (v) sauf s'ils sont unitaires, ils sont alors spécifiés par
des chapeaux (€,). Les applications numeériques seront fournies avec 2 chiffres significatifs.

I Etude de la planche a voile.

La premiére partie porte sur I’étude de la propulsion des planches a voile, dans un modéle
simplifié. Afin de comprendre les différents phénomeénes physiques responsables du déplacement
de la planche & voile sur un plan d’eau ainsi que des changements de directions de la planche,
nous allons nous intéresser tout d’abord & la force propulsive associée au vent.

I.A Navigation par vent arriére.

Dans un premier temps, on considére une planche a voile qui se déplace dans la méme direction
que le vent. La vitesse du vent est supposée constante, elle est caractérisée par le vecteur
Uy = vy €,. La vitesse de la planche & voile est caractérisée par le vecteur @, = v, €,, colinéaire
a vy, et telle que 7, - T, > 0.

La voile est assimilée & un triangle isocéle plein de surface S, dont I'un des deux cotés de
longueur identique @ constitue le mat de la voile. L’angle au sommet symétrique du triangle
isocéle est appelé a.. Le mat de la voile fait un angle 6 avec la verticale. Le poids du méat sera
négligé dans cette partie. Le point d’attache du méat sur la planche est noté O.

Dans cette sous-partie, nous supposerons que le plan de la voile est orthogonal a la fois a la
direction du vent et au plan contenant la planche. Le plan de la planche est supposé horizontal.
Ces différentes informations sont récapitulées sur la figure 1 ci-dessous.

&)
o
‘d®>
1
S
o
f D
n
@(M

Voile
de surface S

Vue de
dessus Up

FIGURE 1 — Représentation schématisée de la planche et de sa voile.
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Afin d’estimer la force propulsive du vent dans la voile dans cette configuration particuliére, le
modele le plus simple consiste a supposer que air est un gaz homogéne composé de particules
de masse m se déplagant & une vitesse ¥,. Lors du choc avec la voile, ces particules cédent
intégralement leur quantité de mouvement a la voile. On admet que le temps caractéristique
7 associé a la collision d’une particule d’air avec la voile correspond a celui du transfert de sa
quantité de mouvement. On négligera les effets de bord dans ce modéle.

d — 1. Exprimer le nombre N de particules d’air qui entrent en collision avec la voile pendant
un temps 7 en fonction de m, S, vy, T et de la masse volumique de l'air notée p,.

[ — 2. En précisant les hypothéses nécessaires, déterminer I'expression de la force f associée a
I'impact d’une molécule.

d — 3. En déduire l'expression de la force propulsive F exercée dans la voile par le vent en
fonction de p,, vy et S.

1l existe une valeur d’angle § = 64 pour laquelle le mode de propulsion envisagé permet un
déplacement en ligne droite dans la direction du vent, sans dérive ou changement de direction.
Dans cette configuration, notée .#, la force propulsive se répartit symétriquement sur les deux
parties de la voile séparées par l'axe (O,€,).

[0 — 4. Etablir I'expression de S en fonction de a et a.

Etablir I'expression de la surface S’ de la voile située a la droite de la verticale et repré-
sentée en grisé sur la vue de face de la figure 1. On exprimera S’ en fonction de a, « et

6.
En déduire que la configuration .# est caractérisée par la relation

sin a
tanfy = T eosa

Déterminer la valeur numeérique de ¢4 pour une voile dont I’angle au sommet est o = 60°.

Le modele simple de collision entre les molécules d’air et la voile ne donne qu’une estimation de
lordre de grandeur de la force propulsive sur la voile. En effet, ce modéle néglige complétement
la mécanique des fluides autour de la voile. En particulier, les écoulements de I'air autour de la
voile ne sont pas pris en compte. Lors de la mesure de ces écoulements en soufflerie avec une
voile fixe, rigide et perpendiculaire au vent, on trouve une force propulsive phénoménologique
colinéaire a la direction du vent de la forme

a 1
Fowo = §paCVSv\2,€z (1)

Dans cette relation, le coefficient sans dimension C, dépend de plusieurs facteurs dont la cour-
bure de la voile, son orientation par rapport & l’écoulement moyen mais aussi et dans une
moindre mesure de la vitesse du vent. Nous supposerons par la suite que la force propulsive est
donnée par la relation (1), avec un coefficient Cy indépendant de la vitesse du vent.

Par ailleurs, le déplacement de la planche & la surface de I'eau engendre une force résistante
entre la planche et I'eau, qui dépend de la vitesse de la planche par rapport a ’eau. Nous
supposerons pour simplifier que cette force est de direction opposée & la force propulsive, et que
son intensité est donnée par une relation inspirée de la relation (1), soit

- 1 =N
Fres = —ipeCpSpvgel, (2)

dans laquelle on a utilisé maintenant la masse volumique p, de I'eau, la surface de frottement
effective entre la planche et I'eau S;, et le coeflicient sans dimension C},.
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d — 5. Lorsque le planche a voile se déplace a une vitesse i, quelle est '’expression de la vitesse
du vent qui souffle dans la voile relativement au référentiel entrainé avec la planche ? Ce
vent s’appelle le vent apparent, sa vitesse est notée ., c’est elle qu’il faut prendre
en compte dans I’expression (1) de la force propulsive .

[d — 6. En supposant un mouvement uniforme de la planche a voile a la vitesse ¥, exprimer la
. . " CpS
norme de cette vitesse en fonction de v, et de la quantité o = 4/ ”; o
aCy

Est-il possible pour la planche a voile d’aller plus vite que le vent ?

I.B Navigation « au prés ».

Jusqu’a présent, le déplacement de la planche & voile a été décrit dans le méme sens que le
vent. On considére maintenant une planche & voile qui « remonte au vent ». Cela veut dire en
pratique que le produit scalaire de la vitesse du vent par celle de la planche & voile est négatif
Uy - U < 0.

Afin de préciser les choses, on définit la direction de navigation comme l'angle 3y entre la vitesse
du vent et celle de la planche de telle maniére que : ¥, - ¥, = —v,v;, cos o, avec 0 < fy < /2,
v, = 5] et v, = [[5].

Cet angle [y est représenté sur la figure 2 ci-dessous sur laquelle on a également indiqué la
présence d’'une dérive sous la planche. Cette dérive, placée sur 'axe de symétrie de la planche,
assure la stabilité du mouvement et permet l'appui nécessaire pour orienter la vitesse de la
planche dans une direction différente de celle du vent. Son effet sera pris en compte dans notre
modele de fagon effective.

FIGURE 2 — La planche remonte le vent.

[ — 7. Dans le cas d’une planche qui remonte au vent, démontrer que la norme vy, de la vitesse
Uya du vent apparent est supérieure a celle de la vitesse ¥, du vent réel.

Lorsque la planche a voile se déplace en remontant au vent, I’orientation de la voile par rapport
au vent apparent influence fortement la force générée par le vent. Des mesures en soufflerie
permettent de montrer que la voile se comporte dans ce cas de maniére similaire & une aile

d’avion : le vent génére d’une part une force dans la direction orthogonale a celle du vent
apparent et d’autre part une force dans la méme direction et le méme sens que le vent apparent.
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Ces deux forces sont appelées respectivement la force de portance et la force de trainée. Elles
sont données par les deux relations ci-dessous et représentées sur la figure 3 :

- 1 . - 1 .

Fpor = §paCV,L(/3)SU\2,a€L,a et Ftra = ipaOv,H(ﬂ)SU\Q/aeH,a . (3)
Les coefficients C' de portance et de trainée dépendent de ’angle 3 entre le vent apparent et le
plan moyen de la voile. Cet angle dit d’attaque est également représenté sur la figure 3. Dans
ces relations, les vecteurs a\ya et €, , désignent respectivement les vecteurs unitaires associés
aux directions paralléle et normale au vent apparent.
Les deux forces de portance et de trainée constituent les composantes de la force propulsive
F,.o qui s’exerce dans la voile au sein de la base (CE;EL@;@@), ou Cf désigne le centre des

P!
efforts de la voile, ¢’est-a-dire le point d’application de la force propulsive totale.

€l.a

FIGURE 3 — Force propulsive au prés.

1 — 8. On suppose que la vitesse de la planche & voile est constante en module et direction, en

présence de la force propulsive ﬁpro. Que peut-on dire sur 'intensité de la force Flo qui
s’oppose au mouvement, et qui a pour origine les frottements entre la planche, sa dérive
et 'eau?
En reprenant les vecteurs utiles déja représentés, compléter sur votre copie la figure 3 en
indiquant la vitesse de la planche & voile 7, (dont la norme sera choisie arbitrairement),
la vitesse du vent ¥, ainsi que la force résistive Fies. On fera I’hypothése que la force
propulsive et la force résistive appartiennent & deux plans distincts mais paralléles a
I'horizontal, en négligeant ainsi les bilans de forces dans la direction verticale.

La force Fie (qui s’oppose au mouvement) posséde des caractéristiques similaires a celle qui
propulse la planche a voile. Elle est associée a I’écoulement relatif de ’eau sur la planche, d’une
part, et sur sa dérive, d’autre part.
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La résultante globale comporte ainsi deux composantes dans le plan horizontal : une composante
le long de la direction de déplacement dans ’eau, mais de sens opposé a la vitesse de la planche,
et une autre composante dans la direction perpendiculaire.

On peut écrire ces deux composantes de la maniére suivante :

o 1 " ~ 1 "N
Fy = §peCP1H (ﬂE)SpvgeH,p et F = §pecp,L(ﬁe)Spvg€l,p (4)

Les coefficients de proportionnalité Cy, (8c) et Cp, 1 (8e) dépendent de 'angle 3. entre 'axe de
symétrie de la planche dans le plan horizontal et la direction du déplacement. Cet angle est
représenté sur la figure 3. On précise que Cp, | (e = 0) = 0.
1 — 9. On se place dans les mémes conditions que la question précédente (vitesse constante, force
propulsive donnée). Expliquer pourquoi un tel déplacement uniforme n’est possible que

si B, # 0.
1 — 10. Montrer que dans le cas d’un déplacement uniforme, on a la relation
2., .2 2
vy + vy + 20,0, cos fy = o1, (5)
dans laquelle on précisera I'expression de o, en fonction des données ainsi que des divers
coefficients de portance et de trainée de la voile et de la planche.
[ — 11. Montrer que si 0 < fy < 7/2 alors o1 > 1.
La valeur précise du paramétre o; dépend a la fois des caractéristiques intrinséques de la voile
et de la planche, mais aussi du navigateur. Ce dernier peut en effet ajuster ’angle entre la voile

et la direction de la planche de maniére a obtenir la valeur de oy qui permet d’obtenir la plus
grande valeur possible de la vitesse de la planche dans le régime de déplacement uniforme.

1 — 12. En supposant une valeur constante pour o; et en utilisant la relation (5), montrer que la
vitesse de la planche peut étre supérieure a la vitesse du vent a condition que
g1 — 2
2

cos By >

O — 13. En supposant toujours une valeur constante pour oj, comment choisir la direction de
navigation By pour obtenir la vitesse de la planche la plus grande possible ?

A — 14. Pour une direction de navigation fixe fy, comment choisir la valeur de ¢y pour obtenir la
vitesse maximale ?

II Physique des vagues.

On considére un fluide étudié dans un référentiel galiléen {0, e,,€,,¢.}.

Un point de ce fluide, repéré par le vecteur 7 = xe, + y€, + z€,, est caractérisé par une masse
volumique p(7,t) et un champ de vitesse @(7,t). La pression au sein du fluide est notée p(7, t).
Pour simplifier I’étude, nous supposerons que le systéme est invariant par translation dans la
direction (O, ¢,), de telle sorte que la densité, la pression et la vitesse ne dépendent, en plus du
temps t, que des deux coordonnées spatiales = et z. En particulier, la vitesse du fluide dans la
direction y est nulle.

Pour établir les équations qui permettront de décrire les vagues de surface, nous procéderons
par étapes. Dans un premier temps, nous établirons les équations générales décrivant le champ
de vitesse du fluide accompagnées des conditions aux limites particuliéres du probléme. Nous
chercherons, dans un second temps, la solution qui décrit les vagues en nous limitant aux régimes
des faibles vitesses et des faibles amplitudes.
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II.A Les équations de la vague linéaire.

 — 15. En faisant un bilan de matiére dans un petit volume d7 = dzdydz pendant un temps

¢élémentaire dt, établir la loi de conservation de la matiere reliant p(x,z,t), uz(z,2,t) et
Uz(f,Z,t)7 ol Uy = - ga: et u, = i - gz.

[ — 16. Dans le cas ou le fluide est incompressible, démontrer que cette relation devient simple-

ment

Ou, Ou,
Ox + 9z
On suppose dorénavant que écoulement est irrotationnel, ¢’est-a-dire que rot (@) = 0.
Cette hypothése permet de définir un potentiel des vitesses ¢ (z,z,t) associé au champ de vitesse
et qui vérifie @ = grad (¢)

0.

1 — 17. Montrer que le potentiel des vitesses vérifie I’équation de Laplace

Ap=0.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a une particule de fluide de volume infini-
tésimal d7 permet d’établir une équation décrivant la dynamique du fluide.

Dans le cadre de cette description, la dérivée totale d’un champ scalaire quelconque A(x,z,t)
par rapport au temps s’écrit :

% = %-‘rﬁgrgdfl.

Par conséquent, en négligeant les effets de viscosité dans le fluide et en supposant que le mou-
vement du fluide est irrotationnel, le principe fondamental de la dynamique dans un champ de
pesanteur § = ge, s’écrit :

p |90 S (i )| = —pg. — exid () (6)

t 2

Cette relation est appelée relation d’Euler en mécanique des fluides. Le terme de gauche désigne
I’accélération de la particule de fluide, prenant en compte en particulier la dérivée particulaire, le
premier terme de droite désigne la force de pesanteur, et le dernier terme désigne la contribution
des forces de pression.

O — 18. Montrer que la relation d’Euler permet d’écrire I’équation suivante :

op 1 P

—+-U-utgz+—-=f(t

ot + B +9z+ P f@
ou f(t) est une fonction que 'on ne cherchera pas a déterminer mais qui ne dépend que
du temps.

Quel résultat classique retrouve-t-on dans le cas d’un écoulement stationnaire ?

Nous admettrons par la suite qu’il est possible de choisir une fonction f(t) = fy qui est in-
dépendante du temps sans perte de généralité. On choisit fo = po/p, ot pg est la pression
atmosphérique immédiatement au-dessus de la surface du fluide. Nous supposerons que la pres-
sion atmosphérique est constante dans I'espace et dans le temps.

A ce stade, il est possible de spécifier quelques conditions aux limites du probléme.

Le fluide est contenu dans un réservoir. La surface libre du fluide est caractérisée par un profil
de hauteur z = n(z,t). Le fond du réservoir est situ¢ a une altitude z = —H, de telle sorte que
le plan z = 0 correspond a la surface du fluide au repos, sans la présence de vague. La vitesse
du fluide dans la direction verticale est nulle sur le fond du réservoir :

¢
0z

uy(x,z = —Hjt) = =0. (7)

z=—H
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J — 19. Montrer que, sur la surface libre z = n(z,t), on a la relation
0 7] 00 0
¢ On n ¢ On

7Y _ e 8
Jdz Ot Oxdx )
[ — 20. Déterminer expression de la pression p(x,z = n),t) a la surface du fluide.
En déduire une seconde condition de surface libre :
1 9¢

u-u

=y 29

9)

z=n
Il n’est généralement pas possible de résoudre de fagon générale les équations de la dynamique
des fluides (ici conservation de la matiére et Euler) avec les conditions aux limites discutées
dans les questions précédentes.
1l est cependant possible de linéariser ces équations et ces conditions aux limites. On se place
pour cela dans une limite de faible vitesse et de faible amplitude pour une vague de surface.
Les premiers travaux en ce sens ont ¢té menés par Joseph-Louis Lagrange dés le XI11° siécle.
Sous ces hypothéses, on peut linéariser les conditions de surface libre (8) et (9) qui deviennent
on 0o 1 0¢
= 7 et n=———
ot 0z, g ot|,_,
et qui sont écrites sur la position de la surface libre au repos.
Pour trouver une solution décrivant la dynamique du fluide sous ’hypothése de faible vitesse
et faible amplitude, il ne reste plus qu’a trouver un potentiel de vitesse solution de I’équation
de Laplace et satisfaisant ces conditions aux limites du probléme. Pour ce faire, on utilise
la méthode de séparation des variables en cherchant cette solution sous la forme ¢(z,z,t) =
X(z,t)Z(2).
1 — 21. Montrer que les fonctions X (z,t) et Z(z) sont solutions du systéme d’équations suivant :
12X
o - X
&z
d22
ou f est une constante qui ne dépend ni des coordonnées spatiales ni du temps.

On peut montrer par des arguments de symétrie que p > 0.

La solution X (z,t) est alors de forme sinusoidale comme il est possible de s’y attendre dans le
cadre d’un modéle de vague se propageant le long de la direction x.

Pour la fonction définissant la surface libre du fluide, nous choisirons une forme d’onde plane
progressive n(z,t) = Acos(kx — wt) de nombre d’onde k, de pulsation w et d’amplitude A,
constante.

[ — 22. En utilisant I'une des conditions de surface au repos montrer que les expressions

dz
X(z,t) = sin(kz — wt) et — = = cste
dz |,_,
résolvent le probléme. On exprimera la constante 7 en fonction de A et w.

1 — 23. En utilisant les résultats précédents complétés par la condition (7) au fond du réservoir,
montrer qu’alors

_cosh[k(z+ H)]

N sinh(kH)

ou 'on exprimera la constante ( en fonction de A, w et k. La solution totale correspondante
o(x,2,t) = X (x,t)Z(z) sera appelée par la suite « la vague linéaire ».

Z(z)
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[ — 24. En utilisant la condition de surface au repos non encore utilisée, établir la relation de
dispersion de 'onde entre w, g, k et la tangente hyperbolique de kH.

@ — 25. Calculer la vitesse de phase v, de la vague linéaire.
Déterminer les deux expressions limites de v, lorsque la profondeur du réservoir H est
petite ou grande devant la longueur d’onde de la vague linéaire. On commentera les
expressions obtenues.

d — 26. Déterminer I'expression de la vitesse de groupe v, de la vague linéaire en profondeur
arbitraire.
Montrer la relation v, = Yo [1+ nkH/sinh(2kH)] ot n est un entier que I'on déterminera.
En déduire les valeurs cx‘?rémcs du rapport vy /v,.

Au sein du fluide on considére deux vagues linéaires de méme amplitude, mais de nombre d’onde
et de pulsation distinctes : my(a,t) = Acos(kiz — wit) et ma(x,t) = Acos(kax — wot).
O — 27. Montrer que la vague résultante (surface du fluide) peut se mettre sous la forme n(x,t) =
2A cos (kx — wt) cos (K'z — w't). On donnera I'expression des 4 paramétres k < k' et w <
w' en fonction de ky, ks, w; et wo.
Tracer le profil cette vague résultante & un instant fixé ¢ en représentant les longueurs
d’ondes A\ = 27 /k et N = 27 /K sur le méme schéma.

II.B De l’'influence du fond.

Dans cette partie, nous étudierons de maniére simplifiée I'influence du changement de profon-
deur lorsque les vagues approchent du bord de mer.

Dans le cadre de la théorie linéaire précédente, une vague est caractérisée par un profil de
hauteur dépendant du temps ¢, de sa position latérale R=uae, + ye,, de son vecteur d’onde k
et de sa pulsation w.

Le profil est de la forme n(R,t) = Acos(R -k — wt). Nous supposerons que le nombre d’onde et
la pulsation sont reliés par la relation de dispersion établie dans la partie précédente.

La zone étudiée présente une variation brutale de profondeur en passant de la profondeur H; a
la profondeur H, lorsque 'abscisse x = 0 est franchie. Cette région de transition ainsi que les
vecteurs d’ondes respectifs dans les zones 1 et 2, notés l;l et l%, sont représentés sur la figure 4
ci-dessous. Dans ce modéle trés simplifié on suppose qu’il n’y a pas d’onde réfléchie.

Zone de
profondeur H,;

Zone de
profondeur H,

FIGURE 4 — Zone de changement de profondeur.

Nous supposerons que les pulsations des vagues sont identiques dans les deux milieux de pro-

fondeur différente. En notant ky o = HELZH, on se place dans le régime pour lequel k1 H; < 1 et
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Enoncé

koHy < 1. On note i1 et ip les angles entre les vecteurs d’onde respectifs dans les zones 1 et 2
et la direction z, voir figure 4.

O — 28. Que représentent les lignes pointillées orthogonales aux vecteurs d’ondes sur la figure 4 7
Montrer que la condition de continuité des profils de vague a l'interface impose d’une
part des amplitudes identiques dans les deux zones et, d’autre part, une relation entre les
angles i et iy de la forme sini,/siniy = f(H;/Hs) ou 'on précisera la fonction f.

3 — 29. En déduire la fagcon dont varie la direction de propagation des vagues lorsqu’elles ap-
prochent du bord de mer, en supposant une variation continue de la profondeur.

Lorsque les vagues approchent du bord de mer, on cherche a déterminer également s’il y a un
changement de '’amplitude de la vague, méme dans le cadre de la théorie linéaire. Pour cela, on
suppose l’absence de toute forme de dissipation dans le systéme. L’énergie mécanique moyenne
du fluide par unité de surface horizontale s’écrit

En = 1 pgA? .
2

Cette énergie est associée aux mouvements dans le fluide en présence d’une vague de surface.
Il est possible de montrer que ’énergie moyenne correspondante est transportée par la vitesse
de groupe de la vague dont 'intensité est notée v,.

On considére une vague qui se propage dans la direction (O, €,). On indique que le flux d’énergie
moyen pour une unité de longueur de vague dy, qui se propage dans cette direction est donnée
par dP = E,,v,dy. On considére toujours un changement de profondeur en x = 0.

1 — 30. Déterminer 'expression du rapport des amplitudes de vagues dans les deux zones en
fonction du rapport des vitesses de groupe.

Comment varie 'amplitude de la vague a 'approche du rivage ?
Commenter ce résultat en considérant ceux de la question 28.

FIN DE L’EPREUVE
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Corrigé

Planche a voile et vagues

| Etude de la planche a voile

I.LA Navigation par par vent arriére

Q1 Considérons un volume de surface S et de longueur e = v, 7. Ce
volume contient les IV particules d’air qui entrent en collision
avec la voile durant la durée 7. La masse volumique de cette
masse d'air homogene étant

_ Nm : N = PaSUvT.
Sv,T m

Pa

Q2 Comme les particules cédent intégralement leur quantité de mouvement, la variation de quantité de
mouvement d'une molécule A?m durant la durée 7 est

A?,HZF(t-FT)—?(t):B}—?.

La conservation de la quantité de mouvement impose que la quantité de mouvement du systéme
{molécule + voile} soit conservée. La variation de la quantité de mouvement de la planche a voile
A7, du fait de ce choc est donc

?v‘i’ﬁ>rn:(R ) A?vzfA?m:?'

La force 7 associée a l'impact d'une molécule correspond a la dérivée temporelle de la quantité de
mouvement d?v/dt. On peut approximer cette dérivée au rapport entre Ay, et T en considérant
que ce temps caractéristique est court. Ainsi

7 -4 AT

a7 :

Q3 D'apres les réponses précédentes, la force propulsive ? exercée dans la voile par le vent est donc

Pon7 [7:,)&51,3@,%.]
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(8 Commentaire
La méthode utilisée ici pour exprimer la force propulsive ? par le vent est la méthode des collisions
reposant sur les transferts de quantité de mouvement a la suite de chocs des particules d'air sur la
voile. On peut I'utiliser dans le cas du calcul de la pression. On fait alors I'hypothése que les chocs sont
élastiques, c'est-a-dire que |'énergie cinétique du systéme {molécule + paroi} est conservée, pour éviter
I'accumulation des molécules au niveau de la paroi.

Q4 La voile étant isocéle, sa base b et sa hauteur h, représentées
ci-contre, sont

« «
= 2a si — = — .
b asm<2) et h acos(2>

Sa surface S est donc

Sz%zcﬁsin(g

On considére les deux triangles rectangles d'angle « et 6, de méme cbté opposé ¢ et de cotés adjacents
d et e de telle sorte que a = d + e, comme représentés ci-dessus.
On constate alors que

c c
d= et e= .
tan o tan 6
Il vient donc que
( 1 n 1 ) a
a=c S B
tana  tané toa T nd

La surface S’, somme des surfaces de ces deux triangles rectangles est donc

tan o tan 6

Dans la configuration .7, la force propulsive se répartit symétriquement, ce qui signifie que la surface
S’ représente la moitié de la surface S, soit

S a® 1 a?
Sy)== ; ——F——1 =-sina
2 Qtana tan 6y 4
1 2 ) 12 Cos «
tana  tanfy sina ' tanfy sina  sina
donc
tan 6y — sin «v
2 —cos
A.N.
in (60° va 1
tangy = 70 S | =3

2 —cos(60°) 2-3 NG
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Q5 Dans le référentiel entrainé avec la planche la vitesse du vent apparent est

Toa= o= Ty

Q6 On étudie la planche a voile dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Elle est soumise a la force

propulsive F',r, la force résistante ?res, son poids P, et a la réaction du support ﬁ On applique le
théoréme de la résultante dynamique (TRD) a la planche a voile

mpdyp = ?pro 4Pt P+ R.

En s'intéressant uniquement aux composantes dans le plan horizontal

dv 1 1 1 1
md—tp = §paC‘,Sv\2,a — §peCpSpvg = EpanS (vy — 1)p)2 — EpeCpSpvg.
La vitesse v}, étant uniforme, il vient que
peCpSp o
0= (vy —1 2 _
(U UP) paOVS Up

0= (1 - 02) vg — 2vyvp + vg.

On reconnait une équation du second ordre dont les racines sont
vV

Ut T

La masse volumique de I'eau p, étant prés de mille fois plus importante que celle de I'air p,, la

quantité o est donc telle que
1000C; S,
o~y ———.
S

Méme en considérant une surface de voile S dix fois plus importante que la surface de la planche S,
il faudrait que le rapport des coefficients C\/C), soit de I'ordre de 100 pour que la quantité o soit
inférieure a 1. Sans autre information, la seule supposition raisonnable est que cela n'est pas le cas, et
que le rapport des masses volumiques est le facteur qui domine la valeur de o, soit o > 1.

On tire deux conclusions de cette inégalité. D'abord, comme on se place toujours dans le cas d'une
planche a voile qui se déplace dans la méme direction que le vent, la norme de la vitesse de la planche
a voile doit étre positive, ainsi

Enfin, comme o > 0, cette expression nous permet d'affirmer qu'il n’est pas possible que la planche
a voile aille plus vite que le vent.

(8 Commentaire

On peut interpréter les coefficients C, et C, comme les coefficients de trainés C, de la voile et de la
planche. On peut les estimer a partir des valeurs obtenues en soufflerie pour des écoulements présentant
des nombre de Reynolds supérieurs 3 10%, comme c'est le cas des écoulement d’air sur la voile et d'eau
sur la planche. Pour un plan de normale colinéaire a I'écoulement dans le cas de la voile, et pour un
cylindre de base elliptique dans le cas de la planche, on trouve[12] Cy >~ Cp, ~ 2. Les deux coefficients
étant du méme ordre de grandeur, on peut donc bien exclure la racine négative de v, = v,/(1 —0)
pour laquelle 0 < o < 1.
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I.B Navigation « au prés »
Q7 En utilisant I'expression de la vitesse du vent apparent, il vient que

Doa = Ty — 7p soit Vya = /02 — 2% - 7p +ovi = \/113 + 2vyvy cos o + v2.

Comme 0 < By < 7/2, soit 1 > cos By > 0, on en conclut que

> vy,

Q8 On se place dans les mémes conditions que |'étude de la question Q6. Comme la vitesse de la planche
a voile est constante en module et direction, I'application du TRD dans le plan horizontal donne

ﬁ = ?pro + ?re&

La force résistive a donc la méme intensité que la force propulsive.

A partir de I'expression du vent apparent Vo= Uy — 71) et de sa représentation, on peut tracer les
vecteurs illustrant la vitesse de la planche a voile 7p et la vitesse du vent 7\,, comme cela a été fait
ci-dessous. La force résistive ?ws, égale en norme et opposée a la force propulsive F'p,, a aussi été
représentée.

Q9 On a représenté sur la figure de la question Q8 les composantes ?H et ?J_ de la force résistive ?res.
D’apres I'énoncé, si B, = 0 alors ?L = ﬁ la force résistive correspond a la composante paralléle a la
direction du mouvement de la planche F'ies = F'|, dans ce cas confondu avec I'axe de symétrie de la
planche. La force résistive n'est alors plus opposée a la force propulsive ?pro. Donc le déplacement
uniforme n’est plus possible si 5. = 0.
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Q10

Q11

Q12

Les intensités des forces résistive et propulsive étant égales, il vient que

H?res = H?prop 5 %pespvg (Cp7|\ (Be) + C L (56)) = %paSU\Q/a (Cva7|\ (B) + Cva,L (5))

soit

2 2 PeSe O (Be) + Co1 (Be)
P paS Coay (B) + Cran (B)

En utilisant de nouveau I'expression de la vitesse du vent apparent ¥y, = Uy — 7p, on obtient
Vo =02 =20y U+

L2050 Ol (Be) + Co.1 (Be)

P paS CVva,|| ([))) + Cva,L (/7))

= v3 + 2vyvp cos By + vg

soit

_ PSp Gyl (Be) + Cp, 1 (Be)

2 2 2
v 4+ vg + 2vpvy €08 By = 010, avec o] = .
P pUv P paS Cua ) (B) + Cra,1 (B)

Si on utilise la relation obtenue précédemment, il vient que
(1-0y) vg + 02 + 2upvy cos By = 0.
Si0< By <m/2, alors 1 > cos By > 0. Ainsi, comme v]% >0, v3 > 0 et 2vpv, > 0, I'équation du

second ordre ci-dessus n’est vraie que si 1 — o1 < 0, donc si o7 > 1.

On résout I'équation du second ordre en v, correspondant a la relation précédente pour obtenir une
expression de la norme de la vitesse de la planche v,. Le discriminant est

o1 —1
A = 402 cos? 1+ —— ).
v fo cos? By
La norme étant positive, la seule solution possible est

cos Bp + y/cos2 By + o1 — 1
=y .

Vy =
P o —1

Une vitesse de planche supérieure a celle du vent implique que

cos By + v/cos? By + o1 — 1
Vy > Uy

o1 —1
\/cos2 By +o1—1>01 —1—cosf
cos?Bo+o1—1> (o1 — 1)2 —2cos Py (01 —1) + cos® By
(2cos By + 1) (o1 — 1) > (o1 — 1)2.

Comme o1 — 1 > 0, il vient finalement que

0’1—2
2

cos By >
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(8 Commentaire
Les trois questions précédentes fournissent les résultats auxquelles il faut aboutir. Le jury est donc
particulierement attentif a la démarche employée pour trouver ces réponses. Il sanctionne séverement
les tentatives malhonnétes qui consistent a conclure une démonstration erronée par le résultat recherché.
Ce type de questions évalue les capacités d'un candidat a décrire son raisonnement, communiquer ses
résultats et valider sa démarche.

Q13

Q14

ILA
Q15

A partir de 'expression de la vitesse de la planche obtenue précédemment

cos o + /cos? By + o1 — 1

0'1*1

vp = v

on constate que vy, croit avec cos By, donc décroit avec By pour 0 < fp < 7/2. En supposant une
valeur constante pour o1, pour obtenir la vitesse de la planche la plus grande possible il faut choisir
une direction de navigation j la plus faible possible, soit une valeur tendant vers 0 correspondant
3 une direction de navigation presque opposée a celle du vent.

La vitesse de la planche peut aussi s'exprimer telle que

2 1
S (cosﬁo n cos? By n > .

op—1 (0'171)2 o1 —1

On constate que v, est une fonction décroissante de ¢;. Pour une direction de navigation fixe, pour
obtenir la valeur maximale il faut choisir la valeur de o; la plus faible possible, soit une valeur
tendant vers 1.

Physique des vagues

Les équations de la vague linéaire
Effectuons un bilan de matiere dans un petit volume d7 = dxzdydz. Au cours d'une durée élémentaire
dt, la variation de la masse du systéme dm correspond a la différence entre la masse présente a
I'instant ¢ + dt et celle présente a l'instant ¢, soit

p (z,2,t)

dm = p(x, z,t + dt) dedydz — p (z, z,t) dedydz = ot

dzdydzdt

en faisant tendre la durée élémentaire vers 0.

Durant cette durée élémentaire dt, la variation de la masse du systéme dm correspond aussi a la
différence entre la masse entrante en 7 et celle sortante en 7 + c?” En utilisant le vecteur densité de
masse 7 (7,t) = j (x,2,t) € + j. (x, 2,1) & et les vecteurs surfaces dS (77) = d (? + dr) =
dydze, + dxdye,, il vient que

dm = (7 (7,0)-d8(7) = 7 (7 +dr,1) -8 (7 +ar) ) e

= (jo (z, 2,t) dydz + j. (z, 2, t) dedy — jz (z + dz, 2, t) dydz — 7, (z, 2 + dz, t) dedy) dt
_ (M 95z (@, 2,1)
z

daedydz + dzdydz) dt

_ <8p (z,2,t) ug (z, 2, t) n op(z,z,t)u, (z,2,1t)

o 9% ) dadydzdt.
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en faisant tendre dx et dz vers 0. En égalisant les deux expressions précédentes on obtient la loi de
conservation de la matiére

ap(x7’z7t) + <8p(x,z,t) Ug (1'727t) + 8p($727t) Uz (:L‘,z,t)) _ 0
ot oz 0z o

Q16 Un fluide est considéré incompressible si sa masse volumique est constante et uniforme, p (z,y,t) = p.
La relation obtenue précédemment se simplifie

=0.

<6uz n 6uz> —0 - Oug n ou,
Jx 8z ) ’ ox 0z

() Commentaire

Un écoulement est incompressible si la dérivée totale de sa masse volumique est nulle dp/dt = 0. Cette
dérivé, aussi appelée dérivée particulaire, exprime la variation de la masse volumique attachée a une
particule fluide au cours de son mouvement. Son expression, qui n'est pas a connaitre dans le cadre du
programme de PSI, est fournie un peu plus loin dans le sujet

,O +7 gﬁip

dt

La réécriture de I'opérateur <7 . gra?i) p donne

dp Op .
i a—}—dlv (pd) —p div .

On reconnaft I'équation de conservation de la masse

0 d
—p+div(p7):O = —p:fpdivﬁ ; divd = 0.
ot dt
Un fluide est, lui, incompressible lorsque sa masse volumique est homogene et uniforme, respectivement
constante dans |'espace et dans le temps (graép =0 et 9p/dt = 0). En développant I'équation de

conservation de la masse, on montre que

%erw(pﬁ):o ; %+pdiv7+gﬁip-ﬁ=0 : divd =0.

L'hypothése d'un fluide incompressible implique forcément que son écoulement est incompressible. La
réciproque n'est pas vraie.

Q17 Le potentiel des vitesses ¢ (z, z,t) est défini tel que

0p_ | 09

= grad (9) = axeergez,

On a montré plus tét que pour un fluide incompressible la divergence du champ de vitesse est nul,
ainsi

. Ju,  Ou, 0% 0%
divd = B + ER =0 donc le777+@70‘
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On en conclut que le potentiel de vitesse vérifie I'équation de Laplace

¢ 0% 0%

A= 822 " ay? | 022

Q18 On peut récrire I'équation d'Euler a I'aide du potentiel de vitesse

p{ g—éd) grad (- 7)} —pge. — grad (p).

La coordonnée de temps et les coordonnées spatiales étant indépendantes, on peut regrouper les
termes dans un gradient

grad{g(b—t— - ﬁ—l—gz-ﬁ—p}:O.

Le terme dans le gradient correspond donc a un fonction qui ne dépend que du temps, soit

¢

8t+ 7 7+gz+f f@@).

Dans le cas d’un écoulement stationnaire, le champ de vitesse U est constant au cours du temps,
donc le potentiel de vitesse ¢ également. Il en va de méme pour la fonction f(t) qui correspond a
une constante. Ainsi

1
—u? + g9z + b cst.
2 p

On retrouve la relation de Bernoulli.

(8 Commentaire
L'équation d'Euler est obtenue en considérant un fluide parfait, soit un fluide de viscosité nul. En
considérant en plus que le fluide est homogene, que I'écoulement est incompressible et stationnaire, et
que les seules forces volumiques sont celles de pesanteurs, supposées uniformes, on peut faire apparaitre
la relation de Bernoulli. La constante utilisée dans la relation est caractéristique d'une seule ligne de
courant. Pour un écoulement irrotationnel, comme c'est le cas dans le sujet, la constante est la méme
dans tout le fluide.

Q19 On considére la composante selon I'axe (Oz) du champ de vitesse @ en z = 0. Elle correspond 2 la
dérivée totale par rapport au temps de la hauteur z du fluide

_dz (z,1) _dn (Tf) on (z,t)

In (z,1) o (z,1)
& " 5 +7 - grdd(( t) = +7 - o

ot ox

z=0

d’aprés la définition de la dérivée totale.

En utilisant |'expression des composantes du champ de vitesse u, = 9¢/0z et u, = d¢/dz, au
niveau de la surface libre, on obtient

9 _on 990
8z Ot Oz oz
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Q20 A la surface du fluide, la pression est celle de I'atmosphére p (1)) = po, ainsi, au niveau de la surface,
la relation de Bernoulli devient

z=1
soit
1 8¢ -
Ty o, 2 .

Q21 L'équation de Laplace appliquée a la nouvelle expression du potentiel de vitesse ¢ (z,z,t) =
X (z,t) Z (z) donne

%9 0% 92X 92z
Ap= 5+ -5 = X 2
¢ Ox? + 022 (2) Ox2 + X (1) 022 0
soit
_1PX 107
X 0z2  Z 9227

Les deux termes de cette équation dépendent de variables indépendantes, ils sont donc tous les deux
égaux a une constante qu’'on note . Ainsi

?X

a2 = X
0%z

o2 M2

Q22 Considérons la premiére condition de surface au repos et les expressions des composantes X et Z
fournies

on _ 09 B dZ (z) . B
o 0l X (z,t) v vsin (kx — wt) .

En intégrant par rapport au temps, il vient que
n(z,t) = 7 cos (kx — wt) + cst.
w
Par identification avec I'expression du profil de hauteur fourni 1 (x,t) = Acos (kx — wt) on en déduit

quecst =0et| ~=Aw. Les expressions données résolvent bien le probleme.

Q23 A partir de I'expression donnée X (z) = sin (kz — wt), on en déduit |'expression de la constante p

?X
Oz?

PX

= —k%sin (kz — wt —— =
sin (kx —wt) or 922

—uX

donc p1 = k2. On peut alors obtenir une expression général de Z (z)

0?Z

52 = k*Z ; Z(z)= Bsinh (kz) + C cosh (kz)
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avec B et C, deux constantes d'intégration a définir a partir des deux conditions initiales

0 dZ (z) dZ (z)

9| (z,t) & |y 0 et & |y 5 w
Ainsi
dZ (z) . dZ (z)
=k (Bcosh(kH) — Csinh (kH)) =0 et =kB = Aw
dz z=—H dz z=0
soit
cosh (kH) Aw
= t B=—
sinh (kH) © k

Il vient donc que

Z(2) = Aw sinh (k2) sinh (kH) + cosh (k2) cosh (kH) Z(z) = Aw cosh [k (2 + H)]
Tk sinh (kH) ’ "k sinh(kH)

On identifie ainsi la constante

(® Commentaire
A partir des définitions des fonctions cosh et sinh on peut retrouver la relation trigonométrique exploitée
précédemment

sinh (kz) sinh (kH) + cosh (kz) cosh (kH) = i [(ckz — e F%) (eFH — oM 4 (eFF 4 csz) (okH + cka)]
2

k(z4+H) 4 q—h(z+H)
= (e 4e ):cosh[k(z+H)].

(® Commentaire

. e L 9’z N
Si on reprend I'équation différentielle du second d'ordre précédente 92 = k%Z, une solution générale
z

évidente est
Z = C1ekz + Cgeikz.

On peut développer cette expression afin de faire apparaitre les fonctions cosh et sinh

_ Q 9 kz g Q —kz (@ @) —kz <@ @) kz
Zf<2+2)e +(2 2>e +2+2e -I—2 2e

— % (ekz + e—kz) + % (ekz + e—kz) + % (ekz _ e—kz) _ % (ekz _ e—kz)
kz —kz kz —kz
=+ ) (-0

= (C1 + CQ) cosh (kz) + (Cl — CQ) sinh (kz) .

On reconnait alors I'expression obtenue précédemment en identifiant les constantes B = (C; + C2) /2
et C = (C,—Cy) /2.
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Q24 En utilisant la deuxiéme condition de surface au repos ainsi que les expressions de X (z,t) et Z (2)
obtenues plus tot
1 0¢ 0X (x,t)  Aw? cosh (kH)
- _-ZF = "Z(z= R cos (kx — wt) .
n g Ot|,—o g ( ) ot kg sinh (kH) ( )
En comparant avec |'expression du profil de hauteur fourni n (z,t) = A cos (kx — wt) on en déduit la
relation de dispersion de I'onde
[ w? = kgtanh (kH). ]
Q25 D’apres la définition de la vitesse de phase v, = w/k, il vient que
[gtanh (kH)
Vo =] —F.
k
Afin de déterminer les expressions limites de v, lorsque la profondeur du réservoir H est petite ou
grande devant la longueur d'onde de la vague linéaire A = 27 /k, on utilise cette expression de la
tangent hyperbolique
2nH T -
tanh \ = —q i
e X +e X
En utilisant le développement limité au premier ordre de la fonction exponentielle il vient que
TH 27rH
2nH T ( ) 2rH
Pour H < A tanh( 3 > il ( 27rH)foIcH.
P
onH 2nH
e x
Et pour H > A tanh( T ) — = 1.
A e n
Ainsi
Pour H < A v, ~+/gH etpour H> )\ v@f:\/%.
On constate que pour un réservoir de faible profondeur, la vitesse de phase correspond a une
constante qui dépend de la profondeur du réservoir, il n’y a donc pas de phénomeéne de dispersion.
Dans le cas d’un réservoir de grande profondeur, la relation de dispersion est telle que w? ~ kg
et la vitesse de phase peut se mettre sous la forme v, ~ 9 Dans ce cas, la vitesse de phase dépend
w
de la pulsation de la vague linéaire, il y a dispersion.
Q26 D’apres la définition de la vitesse de groupe vy = dw/0k, il vient que
tanh (kH) + —RL 4 anh (LH
vy = 3} ( Jog tanh (kH)) g cosh?(RH) _ 1 [gtan (kH) 14— kH
ok 2 kg tanh (kH) 2 k sinh (kH) cosh (kH)
soit

HaE

V9= + sinh (2kH)
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Q27

On peut ainsi déterminer |'entier

Comme précédemment, on utilise |'expression du sinus hyperbolique impliquant les fonctions exponen-
tielles

AmH AmH

sinh <47TH) e —e T x
in \ = 2 .

En utilisant le développement limité au premier ordre de la fonction exponentielle il vient que

L (1) g
oA

Pour H < A sinh (ﬁ> ~ =2kH.
A 2
47
ArH
Et pour H > A sinh (%) ~ 8 ; — +o00.
Ainsi
v 1 2kH v, 1
Pour Hg A L o~—|14="|=1 et H>»)\ L~_.
our H < Ve 5 { + 2kH} et pour H > o, 2

La vague résultante correspond a la somme des deux vagues linéaires
n(z,t) =m (x,t) + n2 (z,t) = Alcos (k12 — wit) + cos (kax — woat)] .
On reconnait I'identité trigonométrique cos (a + b) + cos (a — b) = 2 cosacosb avec

k1 + ko w1 + w2
= r— t

a+b=Fkix—wt . 9 9
a—b=koxr —wst b:klkam_M*u&
2 2

t

Il vient donc que

[ n(z,t) = 2Acos (kx — wt) cos (K'z — w't)

k1 + ko w1 + w2 /
=5 W= k

ki — ko ,
M et =
5 et w

k -
avec B 2

On peut représenter le profil de la
vague résultante a un instant ¢ fixé, par
exemple t = 0 comme illustré ci-contre.
On constate un phénomeéne de batte-
ments : une onde de longueur d’onde
A = 27 /k est modulée en amplitude par
une longueur d'onde plus importante
N =2n/k.
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(8 Commentaire
Le phénomeéne de battements apparait lorsque deux ondes de fréquences proches se superposent. Elles

produisent une onde quasi-sinusoidale dont I'amplitude est modulée par leur différence de fréquence.
Dans le cas des ondes sonores, on peut se servir de ce phénomeéne pour accorder un instrument de
musique a |'aide d'une référence de fréquence, fournie par exemple par un diapason. Les battements,
c'est-a-dire les modulations en amplitude, sont audibles. En se rapprochant de I'accord, leur fréquence
diminue jusqu’'a ce que les battements disparaissent en atteignant |'accord.

II.LB De l'influence du fond
Q28 Les lignes en pointillés représentent les surfaces d'onde : les surfaces de méme valeur de phase.
A l'interface, soit en x = 0, la condition de continuité implique égalité des deux profils, soit

m (‘T = 07y7t) =12 (I = 0,’[]7t)
Aj cos (yky,y — wt) = Ag cos (yka,y — wt)

soit

{ A=Ay et kl_’y:k‘gﬂy‘ ]

Il'y a donc égalité des amplitudes dans les deux zones et des composantes selon (Oy) des vecteurs
d’onde. Cette derniére égalité peut se mettre sous la forme suivante

- . - -
H k 1HSIH11 = H kQHmnzz.

En utilisant la relation de dispersion pour les faibles profondeurs w? = kg tanh (kH) ~ k*gH, on
peut alors identifier la fonction f

w L w L sin 1 Hy f <H1>
sini; = sindy — === (=).
vgHi ' VoH; ? sin 4o Hy Hy

(8 Commentaire
On peut noter que le travail précédent nous permet de retrouver la loi de la réfraction de Snell-Descartes

dans le cas d'une onde lumineuse

2mnq

Ao

= .. = .. .. 2mng . .
Hlemnzl:HkgHsng ; sini; = sinip ; nysini; = nosinis.

Q29 D’aprés la relation précédente, si la profondeur Hy diminue alors |'angle io décroit également. C'est
pourquoi la direction des vagues devient perpendiculaire au bord de mer lorsqu’elles s’en

approchent.
Q30 Si on considére qu'il y a conservation du flux d'énergie moyen pour une unité de longueur dy, on peut

écrire

2 2
Epm1vg,1 = Em1vg1 5 Afvg1 = Ajvg,2.
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Comme on se place toujours dans le cas des faibles profondeurs, on peut approximer la valeur de la
vitesse de groupe de telle maniere que vy ~ v, ~ \/gH. Il vient que

1
A3\/gH, = A3\/gHy donc @—<H1)“.

A \H,

Cette relation concorde bien avec les observations qu’'on peut faire sur un rivage : en s'approchant de
ce dernier, la profondeur diminue et I'amplitude des vagues augmente fortement.

Ce résultat est en contradiction avec celui trouvé question Q28 : des amplitudes identiques
pour des zones de profondeurs différentes.

( Commentaire
La théorie linéaire des vagues exploitée dans le sujet correspond au modele de la houle d'Airy. Ce
modele considére un fluide parfait et incompressible, un écoulement irrotationnel, une profondeur de
fluide constante et une amplitude d'onde faible. Dans le cas, de vagues approchant du bord, ces deux
derniéres hypothéses ne sont plus valables.






